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Uno de los temas que se estudian en un curso elemental de Algebra a nivel
ue Lic::mciatura en Matematica es el de los grupos ciclicos. Puesto que todo
grupo ciclico finito de orden n es isomorfo con el grupo aditivo de los enteros
modulo n, (Zn, +, O}, este es uno de los ejemplos iniciales del tema mencio-
nudo.
Una preh'Unta que formulan algunos estudiantes luego de introducir el ante-
rior ejemplo es la siguiente:
i,Es ciclico el grupo multiplicativo de los enteros m6dulo n?
i En otros terminos, i,Es ciclico el grupo <Z~," 1>, donde
Z: = {k E Z..!(n,k) = I}?
Cuand(1 -;::rg-i6tal pregunta en clase, fueron propuestos los siguientes ejerci-
cios:
1. Averiguar si < Z;, . , 1 > es ciclico
2. Averigurar si < Z :0, . ,1) es ciclico
:1. i.Pnra que valores de n. es ciclico el grupo . < Z:, . , 1"> ?
Por la forma como son plantearios los ejerclclOs. es de esperarse que para
los dos prirneros se busque la respuesta por «ensayo directo ••. esto es. a partir
de la definici6n misma de grupo ciclico;
Para Z~ = {1.3.5.7} .131 = 151= 171= 2. Por tanto. <Z~... 1>
clclico.
Para Z:o = {1.3.7.9}, 131= 4. Por tanto. < Z:o.". 1) es ciclico. Un ge-
nerador es 3.
En cuanto al tercer ejercicio. de las catorce obras consultadas (ver referen-
cias) s610 seis contienen algo al respecto:
i,Es ciclico el grupo multiplicativo de 1.2.....6. m6d. 7?
i,Y el de 1.3.5.7. m6d. 8? "Y el de 1.2,4,5,7,8, m6d. 9?
Se puede demostrar que para todo primo p, el grupo multiplicativo del
campo Z" es ciclico. Verificarlo para p = 7,11 y 13.
Si IGI = pq, donde p y q son primos y p < q, entonces G tiene un
subgrupo. y solamente uno, de orden q, por ejemplo < Z.'., ., 1> . Mas
aun. si <+ t 1 + kp para todo entero k, entonces G es el grupo ciclico de
orden pq.
«Dado ill ~ 1 en donde m no es de la forma m = 1,2,4,pa 6 2pa, en
donde p es un primo impar, entonces para todo a con (a,m) = 1 tenemos
a (o(m)/ "= 1 (m6d m), luego no existen rakes primitivas m6d m••.
EI teorema anterior responde completamente la cuesti6n pianteada en 1.
Sin embargo, con este articulo se pretende mostrar otro enfoque.
Dado que la relaci6n de congruencia m6dulo n es la que determina los ele-
mentos del coni unto Z;, V Que tal relaci6n se estudia con detalle en Teoria
de Numeros, se Ie dio un nuevo enfoque al ejercicio. ccTraduciru al lenguaje de
In teoria de Grupos resultados ya establecidos de Teoria de Numeros. Para
tal fin se consult6 el capitulo sexto, numerales 1,2 y 3, de [14].
En 10 que sigue, 4> representa la funci6n de Euler. Por tanto, 4>(n) repre-
senta el numero de enteros positivos primos relativos con n y menores que
n, para n > 1 y 4>(1)= 1.
Sea T = q,OI q2"2 ... q.o. la descomposici6n can6nica de T. Cada factor
q,O, de esta descomposici6n divide al menos a uno de los 6rdenes di, el cual,
por consiguiente, puede ser expresado en la forma di = a, q:'
Sea gi uno de los elementos de Z; cuyo orden es di. Se tiene entonces
que
Puesto que cada d,/T, cada elemento de Z; satisface la' igualdad
Por tanto, T ~ P - 1. Pero T/4>(p),luego T= 4>(p).
SPit P un primo impar. Sea Q' > 1. Entonces existe h E Z'o tal que Ihl
f'
c)J(p"l: c)J'p") = pO. po-to
La proposicion anterior garantiza que existe g E Z:. tal que \g I <l>(p).
Asi, gPO' = 1 + pTo• Ademas.
donde O~ u, t ~ P - 1. Existe entonces un valor de t que no divide a u.
St'" t, uno de estos valores. Por (1), tenemos:
'Iljl\l"~itmos que Ig + pt,1 = d, como elemento de Z'o. Asi, (g + pt,)" = I,
, "11'< 1 1'1,'menlo de Z'". Tambifm se tiene entonces q{ie
I'
;'or tanto. (p- n Id. Pero 6/(pa - pa-I)= 4>(pa). Por tanto. d = P'-~p - 1).
,l••ndp r es uno de los numeros 1,2•...• a. Reemplazando en (3). segu.n (1) y
121. ll'nemos:
(1 + p' u.) = 1 (m6d pO). esto es. p' u. = 0 (m6d po). Asi. r = a. y por
tanto, d = 4>(po).Haciendo h = g + pt.. se tiene que lhl = 4>(po).•
Hu~camos un valor de t tal que (2 + 5t)4 = 1 + 5u. 51 u. Para t = O.
: """rnos que 16 = 1 + 5.3. Puesto que 5 13. 2 + 5.0 = 2 es un generador
;,il <l 1:1", Y en general. es un generador para Z:o. a > 1 •
Sea p un primo diferente de 2; sea a ~ 1; sea g E Z' 0 • Entonces <g > =
p
Z;... si y s610 si para cada divisor primo q de 4>(pO)se tlene que g.(pO;q =f: 1.
-+) Puesto que Igi = 4>(po). el resultado es obvio.
+-) Supongamos que existe f3. 1 ~ f3 ~ 4>(pO)- 1 tal que gP = 1. Puesto que
f314>(po), existe algu.n divisor primo q de 4>(po)tal que 4>(pO)= q f3 u. Por
~1p"1
tanto. g ~ = gPu = 1, 10 cual contra dice la hip6tesis.
\qui, P = 3, a = 2;
c!>(9) = 4>(3~ = 32 - 3 I = 6 = 2.3.
·.Que elementos g veri fiean g3 =f 1, g2 :f I?
Como puede comprobarlo el lector, tales elementos son 2 y 5;
par tanto, < 2) = <5> = Z: •
Aqui, P = 11;
<1>(11)= 11 - 1 = 10 = 2.5.
"Que elementos g verifican g' 4= 1,g2 1= I?
Tales elementos son 2, 6, 7 Y 8.
Sea p un primo impar. Sea a ~ 1. Entonce8 existe g E Z~po tal que Igi =
<1>(2p°).
Las dos proposlclOnes anteriores garantizan que existe g E z;o tal que
19 I = <1>(po).
Por tant" g. (p.) = 1. Consideremos dos casos:
(i) g es Impar. En tal caso, g E Z;,o ya que (g, 2po) = 1.
Puesto queep (po) = <1>(~p'\.St' 1:,'llf' quP (g> = <Z~I'",., 1)
(ii) g es par. En tal caso, g -t- p" es impar, y por tanto, g + po E Z~I'"
Puesto que Ig + pol = g; = <t>(po)= 4>(2po),(g + po> = (Z~-,., 1> .•
Con el fin de ilustrar la proposici6n que se acaba de demostrar se elabor6 un
programa en BASIC para el caso particular de a = 1. Tal programa dio,
para los cien primeros pr:mos impares. todos 108 generadores de los grupos
del tipo Z~".
Si g es un generador de < Z,:o. '
es un genf'rador de <Z;"o . 1>
un genel11tor de (Z;po, . , 1> •
1) ,entonces el impar entre g y g + pO
'~,t'S el impar en! re g y g + pO es
SegUn el ejemplo 2 de la proposici6n 4.3,
7, 2 + 11 = 13, 8 + 11 = 19, 6 + 11 = 17, son generadores para dicho
grupo·
[11 APOSTOL T.M. Introducci6n a la Teorfa Analitica de Numeros. Editorial Reverte, Bar-
celona, 1980.
[41 BIRKHOFF GARRET , MAC LANE SAUNDERS. Algebra Moderna. Editorial
Teide, Barcelona, 1954.
[7]FRALEIGH John B. A First Course in Abstract Algebra. Addison-Wesley, AIT'.sterdam,
1974.
[13] SHANKS DANIEL. Solved and Unsolved Problemas in Number Theory. Chelsea, New
York, 1978.
\14] VINOGRADOV I.M. Fundamentos de la Teorfa de los Numeros. Editorial MIR. M(l~('u
1977.
